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摘要

摘要

我们考虑二元矩阵的低秩近似问题。这里我们给定 d × n的二元矩阵 A以及一个
小整数 k < d。我们的目标是寻找两个大小分别为d× k和 k × n的二元矩阵 U和 V，
使得 A −UV的 譆譲譯譢譥譮譩譵譳范数最小化。依赖于二元矩阵乘积的不同定义，这个问题
有两种不同的形式： GF(2) 形式和布尔形式。在之前，这个问题仅有的结果是对于特

例k = 1的 2謭近似算法 譛謱謬 謲譝 謨此时两种形式是等价的謩。
在本文中，我们给出 首个 对于一般情形 k > 1 的结果，同时包含了GF(2) 模型

和布尔模型。对于 GF(2) 形式，我们给出了一个简单的列选择算法，并证明其达到了

O(k)的近似比。对于布尔形式，我们给出了另一个算法，并证明其达到了 O(2k)的近

似比。对于常数 k謬两个算法的时间复杂度均为矩阵大小的多项式时间。我们同时证明
了二元矩阵的低秩近似问题即使在k = 1的特例下也是 NP謭难的，解决了 譛謳譝中的一个
猜想。

关键词：低秩近似，二元矩阵，近似算法
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譁譂譓譔譒譁譃譔

On Low Rank Approximation of Binary Matrices

譃譨譥譮 譄譡譮 謨譍譡譣譨譩譮譥 證譮譴譥譬譬譩譧譥譮譣譥謩
譄譩譲譥譣譴譥譤 譢譹 譐譲譯警謮 譌譩護譥譩 譗譡譮譧

ABSTRACT
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序言

序言

低秩近似是一个经典问题。给定一个大小为d × n的矩阵A，我们的目标是找到一
个秩为k的矩阵，使得它是A的近似。具体地说，是求解如下的优化问题：

min
U,V
‖A−UV‖2

F , 謨謱謩

其中U,V的大小分别是d×k和 k×n，k通常是一个较小的整数，即想要得到的秩。这
里，近似的误差用譆譲譯譢譥譮譩譵譳范数‖ · ‖F来衡量謮

在许多应用中，A是数据矩阵謮A的每一列是一个d维向量，而A的每一列对应着一
种属性或者特征。A的低秩近似通常被称为因子分析和降维：矩阵U的k列是“因子”，
即低维空间的一组基，而矩阵V的每一列则表示数据在新的基上的线性组合系数。

若矩阵A，U，V是实数矩阵，那么低秩近似可以使用奇异值分解謨譓譖譄謩有效求
解。这个问题已经提出并被研究了超过一百年，被不同文献分别称作主成分分析

謨譐譃譁謩譛謴譝，譋譡譲譨譵譮譥譮謭譌譯诨譶譥变换譛謵譝，等等。

在本文中，我们考虑二元矩阵的低秩近似问题。研究这个问题的动机来源于在许

多现实应用中，数据是二元（类别）形式，而非连续形式的。在二元形式的问题中，

我们要求A和秩謭k矩阵U,V都是二元的，这与经典的连续形式问题不同。依赖于向量
内积的不同定义，在二元矩阵的低秩近似问题有两种模型。第一种被称为GF(2)模型，

在这个模型中u,v的内积被定义为uTv := ⊕iuivi。另一种模型被称为布尔模型，这里
内积被定义为uTv := 扗

i(ui ∧ vi)。

布尔模型通常被称为布尔因子分析謨譂譯譯譬譥譡譮 譆譡譣譴譯譲 譁譮譡譬譹譳譩譳 謨譂譆譁謩謩。在机器学习
和数据挖掘中，这个模型具有许多应用，包括隐变量分析，话题模型謨譴譯議譩譣 譭譯譤譥譬譳謩，
关系规则挖掘謨譡譳譳譯譣譩譡譴譩譯譮 譲譵譬譥 譭譩譮譩譮譧謩，聚类，以及数据库覆盖 謨譤譡譴譡譢譡譳譥 譴譩譬譩譮譧謩 譛謶謕謱謰譝謮
譂譥譬譯譨譬譡譶譥譫 譡譮譤 譖譹譣譨譯譤譩譬 譛謶譝研究了如下问题：求A尽可能低秩的精确分解，即A = UV，
使得U謬 V的布尔秩尽可能小。他们给出了利用形式概念分析謨譆譯譲譭譡譬 譃譯譮譣譥議譴 譁譮譡譬譹譳譩譳謩
给出此问题的一个等价表述，并设计了一个贪心算法。对于在实际应用中更为流行的

低秩近似问题，已有的工作包含了许多经验性算法，例如譛謷謬 謱謱謕謱謳譝。然而，据我们所
知，这些算法并没有任何理论保证。

对于低秩近似的GF(2)模型，我们没有发现任何已有的工作。一个相关的研究是

GF(2)上的独立成分分析謨證譮譤譥議譥譮譤譥譮譴 譃譯譭議譯譮譥譮譴 譁譮譡譬譹譳譩譳謬 證譃譁謩，它在信号处理领域受
到了越来越广泛的关注譛謱謴謕謱謶譝。

謱
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在本文中，我们所考虑的二元秩謭k近似问题的形式表述如下。给定一个二元矩
阵A ∈ {0, 1}d×n謬

min
U∈{0,1}d×k,V∈{0,1}k×n

‖A−UV‖2
F . 謨謲謩

其中，矩阵乘积UV可以分别定义在GF(2)和布尔半环上，对应问题的两种不同模型。

此前，这个问题仅有的理论结果是研究了k = 1的特例謨此时GF(2)模型和布尔模型

是等价的謩，给出了2謭近似算法。我们将在一节中给出他们的具体表述。
此外，二元低秩近似问题的计算复杂性的研究此前也较为有限。对于秩謭1近似问

题，譔譡譮证明了与本问题等价的最大加权二分团(Maximum Edge Weight Biclique) 若
有多项式时间算法，则NP = RP。当秩 k是输入的一部分时，在布尔半环上判断是否

存在矩阵U和 V使得A = UV等价于NP謭完全的最小基集合(Minimal Set Basis) 问题
譛謱謷譝，这也推出了此时给出低秩近似问题的任意近似比的算法均为NP謭难的，参见譛謱謸譝。
另一方面，这并不能推出当k � d, n时问题的困难性。事实上， 最小基集合(Minimal
Set Basis)在参数k给定时，可以通过一个简单的核化謨譫譥譲譮譥譬譩譺譡譴譩譯譮謩算法求解譛謱謹譝。同
时，注意到在 GF(2)模型下，寻找使得A = UV的U和 V可以通过高斯消元法有效求
解，即使k是输入的一部分。从这个角度可以看出，本问题的GF(2)模型相比布尔半环

模型，其计算复杂性相对更低一些。

主要成果

在本文中，我们给出首个对于一般情形k > 1的结果，同时包含了GF(2)模型和布

尔模型。对于GF(2)形式，我们给出了一个简单的列选择算法，并证明其达到了O(k)的

近似比。对于布尔形式，我们给出了另一个算法，并证明其达到了O(2k)的近似比謮对
于常数k，两个算法的时间复杂度均为矩阵大小的多项式时间。

GF(2)模型謺我们首先给出GF(2)模型下的近似算法。我们证明我们的算法是( k2 + 1 +
k

2(2k−1) )謭近似算法謨定理 謱謩。当k = 1时，这个算法是2謭近似，与这个特例下的现有结果
近似比相同譛謱謬 謲譝。我们同时证明了这个近似比是紧的，即对所有的k和ε > 0，存在一
个二元矩阵A，使得算法在这个矩阵上取得的近似比不小于k

2 + 1+ k
2(2k−1) − ε謨定理謲謩。

这个近似算法十分简洁。我们只需简单地取出A的k列构成基矩阵U，然后计算A
在U上的投影V，选择使得近似误差最小的解即可。
对于本算法，主要的难度在于近似比的证明，即证明算法的近似比为

( k2 +1+ k
2(2k−1) )。这里，我们给出一个简单的证明概要。考虑方程謨謲謩中的问题，在本文

中，我们称U为基矩阵，因为其列向量是低维空间的一组基；并称V为系数矩阵，因
为其列向量包含了线性组合系数。对于最优基矩阵U的每一列ui，考虑其在A的列向

謲



序言

量中的最近邻。令a1, . . . , an为A的n列。记a(ui)为ui在A的列向量中的最近邻。给定最
优基矩阵U，我们便可以得到由A的列向量组成的矩阵A(U) := (a(u1), . . . , a(uk))。注意

到方程謨謲謩的最优解并不唯一。事实上，固定最优基矩阵U，对于每个矩阵
B = (b1, . . . ,bk)謬bi ∈ {0, 1}k，只要B在GF(2)上的秩为k，(UB,B−1V)就一定也是一

组最优解。每个最优基矩阵 UB诱导出了一个最近邻矩阵A(UB)。我们将证明一定存

在一个秩为k的矩阵B，当以其诱导出的最近邻矩阵A(UB)为基矩阵时，近似误差一定

不超过最优解 (UB,B−1V)的( k2 +1+ k
2(2k−1) )倍。令Err(b1, . . . ,bk)为B = (b1, . . . ,bk)时

基矩阵A(UB)对应的近似误差。我们的目标是给出下面式子的界：

min
b1,...,bk

Err(b1, . . . ,bk), 謨謳謩

其中bi ∈ {0, 1}k对所有i ∈ [k]成立。
直接给出謨謳謩的界无疑是非常困难的。为了解决这一难题，我们考虑一系列误差最

小化问题，共k+1个。对于第r个謨0 ≤ r ≤ k謩最小化问题，我们只最优化b1, . . . ,bk中r个
向量变动，固定其余k − r个向量不动的情形。给定b1, . . . ,bk謬令

Err(0) (b1, . . . ,bk) := Err(b1, . . . ,bk), 謨謴謩

Err(r) (b1, . . . ,bk−r) := min
b∈{0,1}k

Err(r−1) (b1, . . . ,bk−r,b), 謨謵謩

Err(k) () := min
b∈{0,1}k

Err(k−1) (b), 謨謶謩

则Err(k) ()等价于方程謨謳謩。

我们的最终目标是给出Err(k) ()与方程謨謲謩的最优解所产生的误差之比的上界，考
虑其推广问题：对所有0 ≤ r ≤ k，Err(r) (b1, . . . ,bk−r)的上界。为使描述更加精确，
令OPTk为方程謨謲謩的最优解所产生的误差，我们将证明Err(r) (b1, . . . ,bk−r)的大小可以
被OPTk加上一个依赖于r的量以及b1, . . . ,bk−r限制住謨定理謴謩。重点在于r = k时，这

个上界变成了OPTk的倍数，这正是我们想要的。之所以引入Err(0), . . . ,Err(k−1)是因为

我们希望利用Err(r)与Err(r−1)的关系去证明我们希望得到的上界。事实上，推广问题

的上界可以对r做数学归纳法证明。

尽管Err(r)与Err(r−1)的关系非常清楚：

Err(r) (b1, . . . ,bk−r) = min
b

Err(r−1) (b1, . . . ,bk−r,b),

但是直接对b做最优化是非常困难的。我们采用加权平均的方法。因为对每个
b ∈ {0, 1}k謬 Err(r) (b1, . . . ,bk−r) ≤ Err(r−1) (b1, . . . ,bk−r,b)謬 所以对任意wb满足wb ≥

謳
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0并且扐
b wb = 1謬 Err(r) (b1, . . . ,bk−r) ≤

扐
b wbErr(r−1) (b1, . . . ,bk−r,b)謮 我们谨慎地选

取权重wb去得到一个小的上界。我们进行两层加权平均。考虑商空间

GF(2)k/span(b1, . . . ,bk−r)和陪集[b] := b + span(b1, . . . ,bk−r)。在第一层中，我们
对陪集[b]做加权平均，并且得到一个依赖于陪集的Err(r)的上界。在第二层中，我们

用另一系列权重对所有陪集做加权平均。在陪集[b]内，我们按照如下方法挑选权重：
令U,V为已经确定的方程謨謲謩的最优解。对每个c ∈ [b]，记nc为V的所有列向量中等
于c的个数。我们对c赋予的权重正比于nc。对于第二层，令n[b] := 扐

c∈[b]为V的所有列
中属于陪集[b]的总数目。我们按如下方法对陪集[b]赋予权重：如果
[b] = span(b1, . . . ,bk−r)，则其权重赋为零。对于其他情形，我们对[b]分配的权重正比
于

n[b]扐
[b] n[b]−λn[b]

，其中λ是一个依赖于r的常量。利用两层加权平均，我们便得到了推广

问题的上界，我们需要的近似比也随之得出。

我们通过构造证明该上界是最优的。即，我们构造一个近似低秩矩阵，其由两个

秩为k的矩阵的乘积加上一个非常稀疏的矩阵构成，通过给予这两个秩为k的矩阵特殊

的结构使得我们算法的近似比充分接近k
2 + 1 + k

2(2k−1)。

布尔模型謺对于布尔秩謭k近似问题，我们提出了一种新算法。事实上，布尔模型更加困
难。我们算法可以达到(2k−1 + 1)的近似比，运行时间为O((2k + 2)!(n2k )d)。与GF(2)情

形相比，此算法更为复杂。主要困难在于布尔半环并不具有GF(2)那样好的结构。对

于布尔模型，给定一个最优基矩阵U和一个布尔秩为k的矩阵B = (b1, . . . ,bk) 謨bi ∈
{0, 1}k謩，一般而言UB不再是一个最优基矩阵（这里UB是布尔积）。详细地说，随
着A大小的增加，以UB为基矩阵的近似比可以达到任意大。这是因为u2甚至不可以

在已知u1和u1 ∨ u2（逐位或运算）的情况下近似获得。

我们的想法是利用U的列的所有2k种线形组合来构造k个基向量。令(U,V)为布尔

低秩矩阵近似问题的一个最优解。令b1, . . . ,b2k−1为{0, 1}k中全部2k − 1个非零向量。
我们考虑Ub1, . . . ,Ub2k−1在A的列向量中的最近邻，分别记为a(Ub1), . . . , a(Ub2k−1)。基

矩阵的每一列都通过a(Ub1), . . . , a(Ub2k−1)的布尔组合来构造。我们的构造有如下分解

性质：令b(1), . . . ,b(2k−1)为b1, . . . ,b2k−1的一个排列，满足nb(1) ≥ nb(2) ≥ . . . ≥ nb(2k−1)
，

令Ualg = (ualg1, . . . ,ualgk)为我们构造的基矩阵，则对任意i ∈ [2k−1]，Ub(i)与Ualgb(i)

之间的距离上界可以由对所有j ≥ i，Ub(j)与a(Ub(j) )的距离之和给出上界。利用这条性

质，我们可以给出近似比的上界。具体的构造我们将在第二章中给出。

最后我们来讨论二元低秩近似的计算复杂性。我们证明这个问题即使在k = 1时也
是NP謭难的，从而改进了譔譡譮 譛謲謰譝的结果，并解决了譛謳譝中的猜想。

謴



序言

相关工作

据我们所知，所有已知的低秩近似问题的理论结果都是关于秩为1的特殊情形謨k =
1謩，此时即寻找二元向量u謬 v使得‖A− uvT‖F最小化。

譓譨譥譮等人譛謱譝将秩为1时的问题转化为整数线性规划謨證譌譐謩。他们证明了解决这个线
性规划的松弛可以得到一个2謭近似。他们还利用譛謲謱譝中提出的将线性规划表述成等价
的最大流问题的方法提升了效率。

譊譩譡譮譧等人譛謲譝注意到在秩为1的情形，从A中简单地选取最优列即可得到2謭近似。为
了得到这个结论，令u∗，v∗为使得‖A−uvT‖F最小化的解。令i∗ = mini∈[n] ‖Ai−u∗‖F，
其中Ai 是A的第i列。因此，Ai∗是A的列向量中离u∗最近的一个。于是对任意i ∈ [n]謬
‖Ai −Ai∗‖F ≤ ‖Ai − u∗‖F + ‖Ai∗ − u∗‖F ≤ 2‖Ai − u∗‖F。从而以Ai∗ 作为基向量u∗謮
譊譩譡譮譧等人也将这个方法推广到了其他矩阵分解问题在k > 1的情形，即将A分解为UV，
但要求V的每一列包含至多一个1。这就是说，它们试图只用用U的一列（而不是它们
的线性组合）去近似A的每一列。然而他们的结果并不能为我们的问题在k > 1的情形
提供任何理论结果。

謵
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第一章 扇扆(戲)下的矩阵低秩近似问题

第一章 GF(2)下的矩阵低秩近似问题

在本章中，我们考虑 GF(2)模型。我们将描述整个算法，并给出近似比的分析。

GF(2) 模型的近似算法十分简洁。以下我们将这个算法称为列选择算法。算法的

流程如下：令 k为所需要的秩。对矩阵A的任意k列，我们将其组成一个基矩阵 P，然
后计算其对应的最优系数矩阵Q。Q 的每一列可以通过枚举{0, 1}k中的 2k 个向量得
到。 謨计算矩阵Q的一列被称为 最近码问题(Nearest Codeword Problem) 謱 最后，算

法输出使得近似误差最小的(P,Q)作为解。容易看出算法的时间复杂度是
成
n
k

我
n2kd =

O(nk+1d)謮
以下定理指出了列选择算法是

成
k
2 + 1 + k

2(2k−1)

我
謭近似算法。

定理 謱謮 对 ∀k ≥ 1,令 OPTk 为方程(2)最优解的误差。那么，列选择算法输出的解的

误差不超过
成
k
2 + 1 + k

2(2k−1)

我
·OPTk.

更进一步地，我们证明近似比
成
k
2 + 1 + k

2(2k−1)

我
对于列选择算法不可改进。

定理 謲謮 对 ∀k ≥ 1 和 ∀ε > 0，存在矩阵 A 使得列选择算法的输出的误差至少为成
k
2 + 1 + k

2(2k−1) − ε
我
·OPTk.

如同序言部分所描述的，证明定理 謱的思路是考虑所有等价的最优基矩阵。这就
是说，对任意一个给定的最优基矩阵 U謬 我们考虑所有的 UB，其中 B = (b1, . . . ,bk)

是满秩矩阵，以及Ub1, . . . ,Ubk在A中的最近邻矩阵 P = (a(Ub)1 , . . . , a(Ub)k )。 P 导
出的近似误差记作 Err(b1, . . . ,bk)。我们将要证明 minb1,...,bk Err(b1, . . . ,bk) 不超过成
k
2 + 1 + k

2(2k−1)

我
OPTk，其中OPTk是最优解的误差。这个定理的证明方法，是在固定

末尾k − r个 bi，优化r个 謨0 ≤ r ≤ k謩 bi，从而建立k + 1个误差的加性上界。当r = k，
加性上界和乘性上界相同，从而完成对近似比的证明。

在定理 謴，我们给出加性上界。这个定理的证明是整个证明中的主要技术部分。
以下我们首先给出定理 謴中使用的记号。这些记号在证明中被频繁使用。为了清晰起
见，我们将这些记号的含义写在如下两个表格中。

定义 謳謮 令A为所要近似的矩阵，(U,V)为问题方程(2)一组固定的最优解。对于u ∈
{0, 1}d, c ∈ {0, 1}k，及 X ⊂ {0, 1}k，约定记号如下 :

謱 最近码问题(Nearest Codeword Problem)的任意常数近似比近似算法都是譎譐謭难的 譛謲謲譝謮已知的关于多项式时
间近似算法的结果有譂譥譲譭譡譮和 譋譡譲議譩譮譳譫譩提出的O(k/log d)謭随机近似算法 譛謲謳譝， 譁譬譯譮謬 譐譡譮譩譧譲譡譨譹謬及 譙譥譫譨譡譮譩譮
譛謲謴譝给出了相同近似比的近多项式时间近似算法。我们的算法中，使用简单的穷举法计算Q的每一列。这是因
为在低秩近似问题中， k通常是一个小整数，故 2k 的时间复杂度可以接受。

謷
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符号 含义
a(u) u在A的列向量中的最近邻

（如果有超过一个，则任取一个）
Jc := {j ∈ [n] : Vj = c} V的列向量中与 c相等的列构成的集合
nc := |Jc| V的列向量中与 c相等的列的个数
Lc := 扐

j∈Jc |aj −Uc| 在 Jc中的列的近似误差
NX := 扐

c∈X nc V的列向量中属于 X的个数

Mc =

戨
Lc
nc

nc > 0
d nc = 0 Jc中的列向量的平均近似误差的上界

表 謱謮謱 误差与最近邻的定义

对于所有 1 ≤ r ≤ k及线性无关的向量 b1, . . . ,br in {0, 1}k:

符号 含义
spanc(b1, . . . ,br) := {0, 1}k \ span(b1, . . . ,br) span(b1, . . . ,br)

关于全空间的补

span\i(b1, . . . ,br) := span(b1, . . . ,bi−1,bi+1, . . . ,br) 除了第 i个向量之外，
所有bj张成的线性子空间

表 謱謮謲 线性子空间的定义

以下我们给出加性上界的结论。

定理 謴謮 令 b1, . . . ,bk 为{0, 1}k 中 k个线性无关的向量。那么对每个 0 ≤ r ≤ k，

Errr (b1, . . . ,bk−r) ≤ OPTk + λr ·
托

c∈spanc (b1,...,bk−r )

Lc +
k−r托
i=1

fi(b1, . . . ,bk−r)Mbi , 謨謱謮謱謩

其中Mbi 的含义参见定义 3，

λr =

戸戾戼戾戺 0 r = 0
r
2

成
1 + 1

2r−1

我
, 1 ≤ r ≤ k

以及

fi(b1, . . . ,bk−r) = NX +
1
2NY , 謨謱謮謲謩

这里 X = bi + span\i(b1, . . . ,bk−r)， Y = spanc(b1, . . . ,bk−r).

定理 謱可以由定理 謴立即推出。

謸



第一章 扇扆(戲)下的矩阵低秩近似问题

证明. （定理 1）

在定理謴取r = k。那么方程謨謱謮謱謩右侧的最后一项此时为0。方程謨謱謮謱謩右侧的第二
项变为 λk ·

扐
c∈{0,1}k Lc。注意到

扐
c∈{0,1}k Lc = OPTk 以及 1 + λk = k

2 + 1 + k
2(2k−1)，定

理得证。

以下我们证明定理 謴。首先我们需要一个简单的引理：

引理 謵謮 设 a1, · · · , an和 λ为非负实数。记 S := 扐n
i=1 ai。若 S > λai对所有 i ∈ [n]均

成立，那么
n托
i=1

ai
S − λai

≥ n

n− λ
. 謨謱謮謳謩

证明. 由 譃譡譵譣譨譹謭譓譣譨護譡譲譺 不等式，我们有 扐n
i=1(S − λai)

扐n
i=1

1
S−λai ≥ n2，注意到扐n

i=1(S − λai) = (n− λ)S，有
扐n
i=1

S
S−λai ≥

n2

n−λ。而由于
S

S−λai = 1+ λ ai
S−λai，故进一步

可得 n + λ
扐n
i=1

ai
S−λai ≥

n2

n−λ，引理得证。

同时我们指出Mc是将 a(Uc) 近似为 Uc所得到的误差的上界，如以下引理所述。

引理 謶謮 对任意 c ∈ {0, 1}k, |a(Uc) −Uc| ≤Mc

证明. 分两种情况讨论。若 nc = 0，那么由于 (a(Uc) − Uc) ∈ {0, 1}d，引理显然成
立。而若 nc > 0，因 a(Uc) 是Uc在A的列向量中的最近邻， Lc是 nc列的总误差。根

据最小数不超过平均数的原理， |a(Uc) −Uc| ≤ Lc
nc
，引理得证。

在给出上述两个引理之后，我们可以开始定理謴的证明了。

证明. （定理4）我们对于 r使用数学归纳法证明本定理。在整个证明中，我们固定

一组二元低秩近似问题謨謲謩的最优解(U,V)。

归纳奠基

我们首先证明不等式謨謱謮謱謩在 r = 0的情形。注意到此时， λ0 = 0以及
fi(b1, . . . ,bk) = Nbi+span\i (b1,...,bk)。因此，我们只需证明

Err(0) (b1, · · · ,bk) ≤ OPTk +
k托
i=1

MbiNbi+span\i (b1,··· ,bk).

回顾 Err(0) (b1, · · · ,bk) = Err(b1, · · · ,bk)，以及 Err(b1, · · · ,bk)是以 A(UB) =

(a(Ub1), . . . , a(Ubk)) 作为基矩阵的近似误差，其中 a(Ubi) 是 Ubi 在 A的列向量中的
最近邻。

謹
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总近似误差 Err(b1, · · · ,bk) 是所有列向量 aj的近似误差之和。任取 b ∈ {0, 1}k。
由于 b1, · · · ,bk 在 GF(2)k中线性无关，因此它们是GF(2)k的一组基，因而b可以表为
b1, · · · ,bk的线性组合。从而我们可设 b = 扐k

i=1 xibi， x1, . . . , xk ∈ {0, 1}。 謨这里的求
和号

扐
使用的是 GF(2)上的加法。謩记 Ib = {i : xi = 1}。列向量 aj的近似误差可以表

为 minb |aj −
扐
i∈Ib a(Ubi)|。回顾 Jc的定义： V的列向量中与 c相等的下标集合。我

们通过划分 [n] = ∪c∈{0,1}kJc来分解总近似误差。首先，我们有：

托
j∈Jc

戌戌戌戌戌戌aj −
托
i∈Ic

a(Ubi)

戌戌戌戌戌戌 ≤
托
j∈Jc

戰所戌戌戌戌戌戌aj −
托
i∈Ic

Ubi

戌戌戌戌戌戌 +
托
i∈Ic

|a(Ubi) −Ubi|

戱扁
≤ Lc + nc

托
i∈Ic

Mbi , 謨謱謮謴謩

其中，最后一个不等号可以由 Lc謬 nc的定义和引理 謶得到。由于 Lc是最优解 (U,V)在

所有 Jc中的列向量的近似误差。方程謨謱謮謴謩导出了如下的加性误差上界：

Err(0) (b1, · · · ,bk) =
n托
j=1

min
b∈{0,1}k

戌戌戌戌戌戌aj −
托
i∈Ib

a(Ubi)

戌戌戌戌戌戌
=

托
c∈{0,1}k

托
j∈Jc

min
b∈{0,1}k

戌戌戌戌戌戌aj −
托
i∈Ib

a(Ubi)

戌戌戌戌戌戌
≤

托
c∈{0,1}k

托
j∈Jc

戌戌戌戌戌戌aj −
托
i∈Ic

a(Ubi)

戌戌戌戌戌戌
≤

托
c∈{0,1}k

戰所Lc + nc
托
i∈Ic

Mbi

戱扁
= OPTk +

托
c∈{0,1}k

托
i∈Ic

ncMbi , 謨謱謮謵謩

其中最后一个不等号用到了 OPTk =
扐

c Lc。考虑方程謨謱謮謵謩的第二项。我们有：

托
c∈{0,1}k

托
i∈Ic

ncMbi =
k托
i=1

托
c∈{0,1}k

ncMbiI[i ∈ Ic]

=
k托
i=1

Mbi

戰所 托
c∈bi+span\i (b1,··· ,bk−r )

nc

戱扁
=

k托
i=1

MbiNbi+span\i (b1,··· ,bk−r ), 謨謱謮謶謩

其中最后一个不等号用到了 NX的定义（见定义 謳）。联立方程謨謱謮謵謩和方程謨謱謮謶謩就完成
了 r = 0情况的证明。

謱謰



第一章 扇扆(戲)下的矩阵低秩近似问题

归纳过渡

假设方程謨謱謮謱謩对所有 r′ ≤ r均成立，我们接下来证明

扅扲扲(r+1) (b1, · · · ,bk−r−1) ≤ 扏扐扔k +λr+1
托

c∈spanc (b1,··· ,bk−r−1)

Lc +

k−r−1托
i=1

fi(b1, · · · ,bk−r−1)Mbi . 謨謱謮謷謩

由于 扅扲扲(r+1) (b1, · · · ,bk−r−1) = 扭扩扮b 扅扲扲(r) (b1, · · · ,bk−r−1,b)，我们有对所有加权平均 wb，

其中 wb ≥ 戰，
扐

b∈{0,1}k wb = 戱，均有

扅扲扲(r+1) (b1, · · · ,bk−r−1) ≤
托

b∈{0,1}k
wb扅扲扲(r) (b1, · · · ,bk−r−1,b). 謨謱謮謸謩

我们将分两个层次先后进行加权平均。考虑商空间

扇扆(戲)k/扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1)以及其对应的陪集。将所有 戲r+1个陪集记作

p0 + 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1), · · · ,p2r+1−1 + 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1)。不失一般性，可设

p0 ∈ 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1)。第一层加权平均将在每个陪集pi + 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1)中进行，

我们将会最终得到一个 扅扲扲(r+1) (b1, · · · ,bk−r−1) 的上界，这个上界依赖于 pi。第二层加权平
均则在所有陪集上进行，并最终得到想要的上界。两层加权平均使用不同的方式来选取权重。

第一层加权平均 (在陪集内部):

对于 p ∈ {p1, . . . ,p2r+1−1}，定义 Z (p) 戺= Np+span(b1,··· ,bk−r−1)。那么 Z (p) 是 V 的列
向量中属于 p所对应陪集的数量。我们只考虑使得Z (p) > 戰的那些p。我们按照以下方式选
取权值：假如b ∈ p + 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1) ，则取 wb = nb/Z (p) ，否则取为戰。对于每个
b ∈ p+扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1)，我们有 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1,b) = 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1,p)。结

謱謱
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合归纳假设可得：

扅扲扲(r+1) (b1, · · · ,bk−r−1)

≤ 戱
Z (p)

托
b∈p+span(b1,··· ,bk−r−1)

nb扅扲扲(r) (b1, · · · ,bk−r−1,b)

≤ 扏扐扔k + λr
托

c∈spanc (b1,··· ,bk−r−1,p)

Lc +

戱
Z (p)

托
b∈p+span(b1,··· ,bk−r−1)

nb扛fk−r (b1, · · · ,bk−r−1,b)Mb +

k−r−1托
i=1

fi(b1, · · · ,bk−r−1,b)Mbi 扝

謨謱謮謹謩

我们的下一个目标是分别给出方程謨謱謮謹謩最后一行中的两项的上界估计。

方程(1.9)最后一行中第一项的上界估计

对于第一项，我们以下证明：

戱
Z (p)

托
b∈p+span(b1,··· ,bk−r−1)

nbfk−r (b1, · · · ,bk−r−1,b)Mb

=
托

b∈p+span(b1,··· ,bk−r−1)

Lb ·
戒

戱 + 戱
戲Z (p)

Nspanc (b1,··· ,bk−r−1,p)

戓
. 謨謱謮謱謰謩

由Mb的定义，容易看出 nbMb = Lb。因此，我们只需分析 fk−r (b1, · · · ,bk−r−1,b)即可。事

实上，对所有 b ∈ p + 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1)，我们有

扳扰扡扮\(k−r) (b1, · · · ,bk−r−1,b) = 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1)

因此，

b + 扳扰扡扮\(k−r) (b1, · · · ,bk−r−1,b) = b + 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1) = p + 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1)

另一方面，

扳扰扡扮c(b1, · · · ,bk−r−1,b) = 扳扰扡扮c(b1, · · · ,bk−r−1,p)

謱謲
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从而对任意 b ∈ p + 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1)我们均有

fk−r (b1, · · · ,bk−r−1,b) = Nb+span\(k−r) (b1,··· ,bk−r−1,b) +
戱
戲Nspanc (b1,··· ,bk−r−1,b)

= Np+span(b1,··· ,bk−r−1) +
戱
戲Nspanc (b1,··· ,bk−r−1,p)

综上所述，

戱
Z (p)

托
b∈p+span(b1,··· ,bk−r−1)

nbfk−r (b1, · · · ,bk−r−1,b)Mb

=
托

b∈p+span(b1,··· ,bk−r−1)

Lb ·
戱

Z (p)
·
戒
Np+span(b1,··· ,bk−r−1) +

戱
戲Nspanc (b1,··· ,bk−r−1,p)

戓

=
托

b∈p+span(b1,··· ,bk−r−1)

Lb ·
戒

戱 + 戱
戲Z (p)

Nspanc (b1,··· ,bk−r−1,p)

戓

于是方程謨謱謮謱謰謩得证。

方程(1.9)最后一行中第二项的上界估计

对于第二项，我们以下证明：

戱
Z (p)

托
b∈p+span(b1,··· ,bk−r−1)

nb

k−r−1托
i=1

fi(b1, · · · ,bk−r−1,b)Mbi

=
戱

Z (p)

k−r−1托
i=1

Mbi
托

b∈p+span(b1,··· ,bk−r−1)

nβfi(b1, · · · ,bk−r−1,b)

≤
k−r−1托
i=1

Mbifi(b1, · · · ,bk−r−1) 謨謱謮謱謱謩

考虑 fi(b1, · · · ,bk−r−1,b)。注意到对任意 戱 ≤ i ≤ k − r − 戱和
b ∈ p + 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1)，我们有

fi(b1, · · · ,bk−r−1,b) = Nbi+span\i (b1,··· ,bk−r−1,b) +
戱
戲Nspanc (b1,··· ,bk−r−1,b)

= Nbi+span\i (b1,··· ,bk−r−1,b) +
戱
戲Nspanc (b1,··· ,bk−r−1,p).

因此

bi + 扳扰扡扮\i(b1, · · · ,bk−r−1,b) = 扛bi + 扳扰扡扮\i(b1, · · · ,bk−r−1)扝 ∪

扛bi + b + 扳扰扡扮\i(b1, · · · ,bk−r−1)扝 謨謱謮謱謲謩

謱謳
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我们有

fi(b1, · · · ,bk−r−1,b) = Nbi+b+span\i (b1,··· ,bk−r−1) +Nbi+span\i (b1,··· ,bk−r−1) +

戱
戲Nspanc (b1,··· ,bk−r−1,p). 謨謱謮謱謳謩

记

X1(i,p) = p + 扳扰扡扮\i(b1, · · · ,bk−r−1)

X2(i,p) = p + bi + 扳扰扡扮\i(b1, · · · ,bk−r−1)

X3(i,p) = bi + 扳扰扡扮\i(b1, · · · ,bk−r−1)

X4(i,p) = 扳扰扡扮c(b1, · · · ,bk−r−1,p) 謨謱謮謱謴謩

容易看出 ∀j1, j2 ∈ {戱, 戲, 戳, 戴}, j1 , j2均有 Xj1 (i,p) ∩Xj2 (i,p) = ∅以及 X1(i,p) ∪X2(i,p) =

p + 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1)謮
以下分两种情况讨论：假如 b ∈ X1(i,p)，那么 bi + b + 扳扰扡扮\i(b1, · · · ,bk−r−1) = bi + p +
扳扰扡扮\i(b1, · · · ,bk−r−1)。综合方程謨謱謮謱謳謩和方程謨謱謮謱謴謩可得

fi(b1, · · · ,bk−r−1,b) = NX2 (i,p) +NX3 (i,p) +
戱
戲NX4 (i,p) 謨謱謮謱謵謩

假如 b ∈ X2(i,p)，那么 bi + b + 扳扰扡扮\i(b1, · · · ,bk−r−1) = p + 扳扰扡扮\i(b1, · · · ,bk−r−1)謮 综合方
程謨謱謮謱謳謩和方程謨謱謮謱謴謩可得

fi(b1, · · · ,bk−r−1,b) = NX1 (i,p) +NX3 (i,p) +
戱
戲NX4 (i,p) 謨謱謮謱謶謩

謱謴
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以下我们给出方程謨謱謮謱謱謩中内层求和的上界。

托
b∈p+span(b1,··· ,bk−r−1)

nbfi(b1, · · · ,bk−r−1,b)

=
托

b∈X1 (i,p)∪X2 (i,p)

nbfi(b1, · · · ,bk−r−1,b)

=
托

b∈X1 (i,p)

nbfi(b1, · · · ,bk−r−1,b) +
托

b∈X2 (i,p)

nbfi(b1, · · · ,bk−r−1,b)

=
托

b∈X1 (i,p)

nb

戒
NX2 (i,p) +NX3 (i,p) +

戱
戲NX4 (i,p)

戓

+
托

b∈X2 (i,p)

nb

戒
NX1 (i,p) +NX3 (i,p) +

戱
戲NX4 (i,p)

戓

= NX1 (i,p)

戒
NX2 (i,p) +NX3 (i,p) +

戱
戲NX4 (i,p)

戓
+NX2 (i,p)

戒
NX1 (i,p) +NX3 (i,p) +

戱
戲NX4 (i,p)

戓
= 戲NX1 (i,p)NX2 (i,p) + (NX1 (i,p) +NX2 (i,p))

戒
NX3 (i,p) +

戱
戲NX4 (i,p)

戓
≤ 戱

戲 (NX1 (i,p) +NX2 (i,p))2 + (NX1 (i,p) +NX2 (i,p))
戒
NX3 (i,p) +

戱
戲NX4 (i,p)

戓
= (NX1 (i,p) +NX2 (i,p))

戔戱
戲 (NX1 (i,p) +NX2 (i,p) +NX4 (i,p)) +NX3 (i,p)

戕
, 謨謱謮謱謷謩

其中，第三个等号是因为方程謨謱謮謱謵謩和方程謨謱謮謱謶謩。由方程謨謱謮謱謴謩和方程謨謱謮謱謵謩，我们有：

Z (p) = Np+span(b1,··· ,bk−r−1) = NX1 (i,p) +NX2 (i,p), 謨謱謮謱謸謩

以及

X1(i,p) ∪X2(i,p) ∪X4(i,p) = 扳扰扡扮c(b1, · · · ,bk−r−1). 謨謱謮謱謹謩

因此，

NX1 (i,p) +NX2 (i,p) +NX4 (i,p) = Nspanc (b1,··· ,bk−r−1). 謨謱謮謲謰謩

从而由方程謨謱謮謱謴謩謬方程謨謱謮謱謸謩謬方程謨謱謮謲謰謩及fi(b1, · · · ,bk−r−1)的定义，我们有

(NX1 (i,p) +NX2 (i,p))
戔戱

戲 (NX1 (i,p) +NX2 (i,p) +NX4 (i,p)) +NX3 (i,p)

戕
= Z (p)

戒戱
戲Nspanc (b1,··· ,bk−r−1) +Nbi+span\i (b1,··· ,bk−r−1)

戓
= Z (p)fi(b1, · · · ,bk−r−1). 謨謱謮謲謱謩

謱謵
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将方程謨謱謮謲謱謩代入方程謨謱謮謱謷謩可得

托
b∈p+span(b1,··· ,bk−r−1)

nbfi(b1, · · · ,bk−r−1,b) ≤ Z (p)fi(b1, · · · ,bk−r−1).

现在我们可以证明方程謨謱謮謱謱謩了：

戱
Z (p)

托
b∈p+span(b1,··· ,bk−r−1)

nb

k−r−1托
i=1

fi(b1, · · · ,bk−r−1,b)Mbi

=
戱

Z (p)

k−r−1托
i=1

Mbi
托

b∈p+span(b1,··· ,bk−r−1)

nbfi(b1, · · · ,bk−r−1,b)

≤ 戱
Z (p)

k−r−1托
i=1

MbiZ (p)fi(b1, · · · ,bk−r−1)

=

k−r−1托
i=1

Mbifi(b1, · · · ,bk−r−1). 謨謱謮謲謲謩

这就给出了方程謨謱謮謹謩中第二项的上界。

最后，结合方程謨謱謮謹謩，方程謨謱謮謱謰謩和方程謨謱謮謱謱謩，我们有对任意满足Z (p) > 戰的
p ∈ {p1, · · · ,p2r+1−1}，均有：

扅扲扲(r+1) (b1, · · · ,bk−r−1)

≤ 扏扐扔k + λr
托

c∈spanc (b1,··· ,bk−r−1,p)

Lc +
k−r−1托
i=1

fi(b1, · · · ,bk−r−1)Mbi

+

戒
戱 + 戱

戲Z (p)
Nspanc (b1,··· ,bk−r−1,p)

戓 托
b∈p+span(b1,··· ,bk−r−1)

Lb. 謨謱謮謲謳謩

注意到 扳扰扡扮c(b1, · · · ,bk−r−1) = 扳扰扡扮c(b1, · · · ,bk−r−1,p) ∪ 扛p + 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1)扝，我们
有：

托
c∈spanc (b1,··· ,bk−r−1,p)

Lc =
托

c∈spanc (b1,··· ,bk−r−1)

Lc −
托

b∈p+span(b1,··· ,bk−r−1)

Lb. 謨謱謮謲謴謩

将方程謨謱謮謲謴謩代入方程謨謱謮謲謳謩，可得

扅扲扲(r+1) (b1, · · · ,bk−r−1)

≤ 扏扐扔k + λr
托

c∈spanc (b1,··· ,bk−r−1)

Lc +
k−r−1托
i=1

fi(b1, · · · ,bk−r−1)Mbi

+

戒
戱 + 戱

戲Z (p)
Nspanc (b1,··· ,bk−r−1,p) − λr

戓 托
b∈p+span(b1,··· ,bk−r−1)

Lb. 謨謱謮謲謵謩

謱謶
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于是我们完成了第一层的加权平均。方程謨謱謮謲謵謩就是我们通过在 p所对应的陪集中进行加权平
均而得到的上界。这个上界将在第二层加权平均中继续被用到。

在开始第二层的加权平均之前，我们首先指出当 r = 戰 时，归纳过渡 r → r + 戱已经完成
了。因此在这个特例下，我们不再需要进行第二轮的加权平均。为了看出这一点，我们只需

注意到如下结论：当 r = 戰时， 扳扰扡扮c(b1, · · · ,bk−r−1,p) = ∅ 譡譮譤 p + 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1) =

扳扰扡扮c(b1, · · · ,bk−r−1)。将这两个等式代入方程謨謱謮謲謳謩即得：

扅扲扲(1) (b1, · · · ,bk−1) = 扏扐扔k +

k−1托
i=1

fi(b1, · · · ,bk−1)Mbi +
托

b∈spanc (b1,··· ,bk−1)

Lb

= 扏扐扔k +

k−1托
i=1

fi(b1, · · · ,bk−1)Mbi + λ1
托

b∈spanc (b1,··· ,bk−1)

Lb,

最后一步用到了 λr+1 = λ1 = 戱。因此当 r = 戰时，归纳过渡已经完成。于是在接下来的证明中，
我们可以假设 r ≥ 戱。

以下我们进行第二层的加权平均。

第二层加权平均（在陪集之间）

在第二层的加权平均中，我们将在所有非平凡的陪集之间进行加权平均。称一个陪集 pi +
扳扰扡扮(b1, . . . ,bk−r−1)是非平凡的，当且仅当 Z (pi) > 戰且 i , 戰 謨即这个陪集不同于
扳扰扡扮(b1, . . . ,bk−r−1)謩。在方程謨謱謮謲謵謩中我们已经通过在每个非平凡的陪集内部做加权平均，而
得到了 扅扲扲r+1的一个上界。在这一部分中，我们将通过在所有非平凡的陪集之间对方程謨謱謮謲謵謩
做加权平均而证明原定理。注意在方程謨謱謮謲謵謩的上界中，只有最后一项与陪集有关，即无论陪
集怎么选取，其余项都是一样的。因此，我们只需关注这一项即可。为了记号的清晰起见，我

们把这一项记作 H謺

H 戺=
戒

戱 + 戱
戲Z (p)

Nspanc (b1,··· ,bk−r−1,p) − λr
戓 托

b∈p+span(b1,··· ,bk−r−1)

Lb. 謨謱謮謲謶謩

注意到

扛pi + 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1)扝 ∪ 扳扰扡扮c(b1, · · · ,bk−r−1,pi) = 扳扰扡扮c(b1, · · · ,bk−r−1),

以及
2r+1−1扛
i=1

pi + 扳扰扡扮(b1, · · · ,bk−r−1) = 扳扰扡扮c(b1, · · · ,bk−r−1).

謱謷
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我们有

Nspanc (b1,··· ,bk−r−1,pi) = Nspanc (b1,··· ,bk−r−1) −Npi+span(b1,··· ,bk−r−1) =

2r+1−1托
j=1

Z (pj ) − Z (pi).

因此对于 pi所对应的非平凡陪集，我们有：

戱 + 戱
戲Z (pi)

Nspanc (b1,··· ,bk−r−1,pi) − λr =
戱

戲Z (pi)

戲戴2r+1−1托
j=1

Z (pj ) − (戲λr − 戱)Z (pi)

戳戵 謨謱謮謲謷謩

由方程謨謱謮謲謶謩和方程謨謱謮謲謷謩可得对任意满足Z (pi) > 戰的i ∈ 扛戲r+1 − 戱扝，我们均有

H =
戱

戲Z (pi)

戲戴2r+1−1托
j=1

Z (pj ) − (戲λr − 戱)Z (pi)

戳戵 托
b∈pi+span(b1,··· ,bk−r−1)

Lb 謨謱謮謲謸謩

在开始第二层的加权平均之前，我们首先需要对一种特殊情况作单独处理。考虑如下情

形：存在一个pi对应的陪集，使得
扐2r+1−1
j=1 Z (pj ) − (戲λr − 戱)Z (pi) ≤ 戰。在这种情况下，由方

程謨謱謮謲謸謩可以看出H ≤ 戰。结合方程謨謱謮謲謵謩以及 λr ≤ λr+1的事实，我们有

扅扲扲(r+1) (b1, · · · ,bk−r−1)

≤ 扏扐扔k + λr
托

c∈spanc (b1,··· ,bk−r−1)

Lc +
k−r−1托
i=1

fi(b1, · · · ,bk−r−1)Mbi

≤ 扏扐扔k + λr+1
托

c∈spanc (b1,··· ,bk−r−1)

Lc +
k−r−1托
i=1

fi(b1, · · · ,bk−r−1)Mbi

从而在这种特殊情况下，定理已经成立。

以下我们可以在假设所有非平凡陪集均满足

2r+1−1托
j=1

Z (pj ) − (戲λr − 戱)Z (pi) > 戰.

的条件下，进行第二轮加权平均。我们按照如下方式选取权值。首先，我们只给非平凡的陪集

分配正的权值。对于每个 pi所对应的陪集，其权重 wi取为

wi =
戲Z (pi)扐2r+1−1

j=1 Z (pj ) − (戲λr − 戱)Z (pi)
.

由方程謨謱謮謲謸謩我们有：
wiH =

托
b∈pi+span(b1,··· ,bk−r−1)

Lb.

謱謸
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因此，
2r+1−1托
i=1

wiH =
2r+1−1托
i=1

托
b∈pi+span(b1,··· ,bk−r−1)

Lb =
托

b∈spanc (b1,··· ,bk−r−1)

Lb. 謨謱謮謲謹謩

另一方面，由引理謵可得

2r+1−1托
i=1

wi = 戲
2r+1−1托
i=1

Z (pi)扐2r+1−1
j=1 Z (pj ) − (戲λr − 戱)Z (pi)

≥ 戲(戲r+1 − 戱)
戲r+1 − 戱− (戲λr − 戱)

=
戲r+1 − 戱
戲r − λr

謨謱謮謳謰謩

注意到 (戲r − 戱)λr = r戲r−1，因此，

(戲r+1 − 戱)λr+1 − 戲(戲r − 戱)λr = (r + 戱)戲r − r戲r = 戲r,

进而

(戲r+1 − 戱)λr+1 − (戲r+1 − 戱)λr = 戲r − λr. 謨謱謮謳謱謩

结合方程謨謱謮謳謱謩和方程謨謱謮謳謰謩可得

2r+1−1托
i=1

wi ≥
戱

λr+1 − λr
. 謨謱謮謳謲謩

由方程謨謱謮謲謹謩和方程謨謱謮謳謲謩有：

H ≤ (λr+1 − λr)
托

b∈spanc (b1,··· ,bk−r−1)

Lb. 謨謱謮謳謳謩

将方程謨謱謮謳謳謩与方程謨謱謮謲謵謩及方程謨謱謮謲謶謩中H的定义，我们最终得到：

扅扲扲(r+1) (b1, · · · ,bk−r−1) ≤ 扏扐扔k + λr+1
托

c∈spanc (b1,··· ,bk−r−1)

Lc +

k−r−1托
i=1

fi(b1, · · · ,bk−r−1)Mbi .

这样，我们就完成了归纳过渡，并最终完整地证明了定理。

证明. （定理 2）

我们给出一个构造性的证明。对任意k及ε > 0，我们将构造一个矩阵A，当它是
算法的输入时，列选择算法的误差至少是

成
k
2 + 1 + k

2(2k−1) − ε
我
· OPTk 为了简明起见，

我们所构造的矩阵是方阵，即 d = n。这个矩阵是一个近似低秩的矩阵，即A是两个

謱謹
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秩謭k矩阵的乘积加上一个稀疏的噪声矩阵。

我们假设A的大小满足 k|n及 (2k − 1)|n。设 p := n/k，q := n/(2k − 1)。A的构
造如下：

A := LR + In, 謨謱謮謳謴謩

其中， In是单位矩阵， L是一个如下定义的n× k矩阵：：

L :=
戒

c1 c2 . . . ck
戓
,

这里，ci =

戰扂所0 . . . 0扼 扻扺 扽
(i−1)p

1 . . . 1扼 扻扺 扽
p

0 . . . 0扼 扻扺 扽
(k−i)p

戱扃扁
T

。对每个 ci，只有p个非零元素。R是一个如下定义

的 k × n矩阵：
R :=

戒
b1 ⊗ 1q b2 ⊗ 1q . . . b2k−1 ⊗ 1q

戓
,

这里，1q = (11 . . . 1)T 是长度为q的全1向量； ⊗是矩阵的譋譲譯譮譥譣譫譥譲乘积；而k维列向
量 bi是i的二进制表示，例如 b1 = (0 . . . 001)T 謬 b2 = (0 . . . 010)T 謬 b3 = (0 . . . 011)T，等

等。以下是A的可视化形式：

A =

戰扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂扂所

1 0 . . . 0
...

...
...

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
...

0 1 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 1
...

...
...

0 0 . . . 1

戱扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扃扁
n×k

戰扂扂扂扂扂扂扂所

0 0 0 0 1 1
... . . .

...
... . . .

... . . .
... . . .

...

0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1

戱扃扃扃扃扃扃扃扁
k×n

+ In

我们将用到矩阵L和R的如下性质：
謱謩 L中不同列的1互不重叠。L的列向量的任何非零线性组合至少包含q个1。
謲謩 R的列向量包含所有的非零k维向量，并重复q次。

为了证明结论，我们将说明无论基矩阵中A的k列怎样选取，其导出的近似误差
在n充分大时，至少是我们想要的下界。

謲謰
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我们将分两种情况讨论。在第一种情况中，我们假设基矩阵中选取的k个A的列向
量具有如下性质：它们所对应的 A− In中的k列线性无关。反过来，在第二种情况中，
我们假设它们线性相关。

以下我们考虑第一种情况。令 (U,V)为列选择算法在输入矩阵A的输出。U由A
的k列组成。记这k列的下标为i1, . . . , ik。设U−为A− In的第i1, . . . , ik列所组成的矩阵。
我们考虑A− In的秩k近似。U−一定是最优基矩阵，因为A− In = LR的秩是 k而根

据我们的假设，U−包含了 k个线性无关的向量，它们中的每一个都是L中列向量的线
性组合。因此，存在一个 k × n矩阵V−使得A− In = U−V−。

我们的下一个目标是证明当n充分大时，V = V−。考虑A用UV近似之后，在每
列上的误差。令 A = (a1, . . . , an)謬 V = (v1, . . . ,vn)，以及V− = (v−1 , . . . ,v−n )。为了简

明起见，我们用 | · |替代 ‖‖F。对于第i列，一方面我们有：

|Uvi − ai| = |Uvi − Uv−i + Uv−i − U−v−i + U−v−i − ai|

> |U(vi − v−i )| − |(U− U−)v−i | − |U−v−i − ai|. 謨謱謮謳謵謩

而另一方面，

|Uvi − ai| = |Uvi − Uv−i + Uv−i − U−v−i + U−v−i − ai|

≤ |U(vi − v−i )| + |(U− U−)v−i | + |U−v−i − ai|. 謨謱謮謳謶謩

以下我们分别对方程謨謱謮謳謵謩和方程謨謱謮謳謶謩右边的三项进行分析。假如V , V−，那么一定
存在某一列i使得vi , v−i 。因此，第一项U(vi−v−i )是U的列向量的一组非零线性组合。
由于U包含了LR+In的k列，根据L和R的构造，不难看出vi , v−i 謬 |U(vi−v−i )| ≥ p−1。
对于第二项|(U− U−)v−i |，由于U− U−的每一列具有形式ej = (0 . . . 010 . . . 0)T 謨存在一
个j使得只有第j个元素是1謩，我们有 |(U−U−)v−i | = |v−i | ≤ k。对于第三项U−v−i − ai，

由于U−V− = LR，我们有 |U−v−i − ai| = |ei| = 1謮

综上所述，假如vi , v−i ，那么|Uvi−ai| ≥ p−k−2。假如vi = v−i ，那么 |Uvi−ai| ≤
k + 1。因此，当n充分大，使得p = n/k大于2k + 3，我们必有V = V−謮

现在我们可以计算每列的近似误差了。对于使得ai是U中一列的i，这一列的近似

謲謱
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误差是0。若不然，我们有：

|Uvi − ai| = |Uvi − Uv−i + Uv−i − U−v−i + U−v−i − ai|

= |(U− U−)v−i + U−v−i − ai|

= |(U− U−)v−i + ei|.

如上所述，U − U− 的每一列具有ej的形式。注意到i和j一定不同，因为ai不是U的一
列。因此我们有 |(U− U−)v−i + ei| = |v−i | + 1。从而，

|UV− A| =
n托
i=1
|Uvi − ai| =

n托
i=1

(1 + |v−i |) − 2k = n− 2k +
n托
i=1
|v−i |, 謨謱謮謳謷謩

其中第二个等式成立是因为对于使得ai是U中一列的那些i，我们有|v−i | = |vi| = 1，而
这样的i的总数为k。

接下来我们考察v−i 。由于A − In = LR 包含了所有2k − 1中 L中列向量的非零线

性组合，并回顾如下事实：U−包含 k个线性无关的向量，其中每一个都是L的列向量
的线性组合，因此， V− 一定是 R经过列之间的打乱而形成的，即它们只有列的顺序
不同。根据这个结论以及R的构造不难看出

n托
i=1
|v−i | = qk2k−1. 謨謱謮謳謸謩

因此，列选择算法的近似误差是|A − UV| = n + qk2k−1 − 2k。我们将这个误差与最优
误差进行比较。注意到(L,R) 的近似误差为n，因此，最优误差至多为n。于是我们有

列选择算法的近似比至少是n+qk2k−1−2k
n

= 1 + k
2 +

k
2(2k−1) −

2k
n
。取n大于 2k/ε，我们就

证明了结论。

最后我们考虑第二种情况，即从A中选取的列向量具有如下性质：它们对应的A−
In中的k列线性相关。不难验证，根据L和R的构造，L中无法被A − In表出的k列至少
导致pq−n的误差。因此，用这种列向量作为基矩阵，近似比至少是pq−n

n
= n

k(2k−1) −1。
当n充分大之后，这个近似比趋于无穷大，其表现很明显不如第一种情况。这就完成

了我们的证明。

謲謲
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第二章 布尔半环上的低秩近似

在本章中，我们为布尔半环上的低秩近似涉及一种不同的算法。这里，采用集合

而非向量的记号更为方便。对于A的列向量ai，记Ai := {j ∈ [d] : (ai)j = 1}，即ai是集
合Ai的特征向量。类似地，对于问题的一组最优解(U,V)，记 Ui := {j ∈ [d] : (ui)j =
1}。于是在本节中，我们总是把A， U或V的列向量看作集合。给定S ⊂ [k]，令JS :=
{j ∈ [n] : Vj = S}，以及nS := |JS |。利用以上记号，U与集合S的特征向量的布尔乘积
记作US := 打

i∈S Ui謮 謨为了简明起见，以下用Ui代替U{i} 謩与上一章类似，US在A的列向
量中的最近邻记作a(US )。由于在本章中采用了集合记号，为了简洁起见，记DS ⊂ [d]
为向量a(US )所对应的集合，即 DS := {i ∈ [d] : a(US )i = 1}。

我们将构造一组秩謭k近似的解 B1, . . . ,Bk，其中Bi ⊂ [d]是基矩阵的列向量的集合
表述。基矩阵确定之后，系数矩阵可以用和上一章同样的方法确定。算法的详细步骤

见算法謱。
设 S1, . . . ,S2k−1 是 2k − 1个 [k]的非空子集的一个排序，使得 nS1 ≤ . . . ≤ nS2k−1

，

并且 S0 = ∅。如序言部分所提到的，我们将会按照如下方式构造B1, . . . ,Bk：謱謩 Bi是所
有DSl ，` ∈ [2k − 1]的布尔组合；謲謩对任意 ` ∈ [2k − 1]

US` 4

戰所 扛
i∈S`
Bi

戱扁 ⊆
戰所 扛
`′≥`

成
US`′ 4DS`′

我戱扁 . 謨謲謮謱謩

引理 謷謮 假如方程(2.1)对所有 ` ∈ [2k − 1]成立，那么B1, . . . ,Bk 导出的近似误差不超
过最优解的2k倍。

证明. 首先我们有对所有 `

戌戌戌戌戌戌Aj 4
戰所 扛
i∈S`
Bi

戱扁戌戌戌戌戌戌 ≤ |Aj 4US`| + |US` 4 (
扛
i∈S`
Bi)|

≤ |Aj 4US`| +
托
`′≥`
|DS`′ 4US`′ |.

两边对所有j ∈ JS`求和可得：

托
j∈JS`

戌戌戌戌戌戌Aj 4
戰所 扛
i∈S`
Bi

戱扁戌戌戌戌戌戌 ≤ (
托
j∈JS`

|Aj 4US`|) +
托
`′≥`

nS`|DS`′ 4US`′ |.

记 Err(B1, . . . ,Bk)为 B1, . . . ,Bk导出的近似误差，OPTk为最优解的误差。在上述不等

謲謳
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Algorithm 1布尔半环上的矩阵低秩近似算法
謱謺 for所有 2k − 1个列向量组 Aj1 ,Aj2 , . . . ,Aj2k−1

do
謲謺 for所有双射π : [2k − 1]→ (2[k] \ {∅}) do
謳謺 for i ∈ [k]和 ` ∈ [2k − 1] do
謴謺 计算

E `i :=
扜
`′≥`:
i∈S`′

DSl

，其中 DS = Ajπ−1 (S)
，∅ , S ⊆ [k].

謵謺 end for
謶謺 for 1 ≤ `1 < `2 ≤ 2k − 1满足i ∈ S`1 ∩ Sl2 do
謷謺 计算

F `1,`2i := E `1+1
i \

戲戴 扛
i′∈S`2

E `1i′

戳戵 .
謸謺 end for
謹謺 for i ∈ [k] do

謱謰謺 通过如下方法计算解向量{B1,B2, . . . ,Bk}：

Bi := E1
i ∪

戰扂扂扂所 扛
`1<`2:

i∈S`1∩S`2

F `1,`2i

戱扃扃扃扁 .

謱謱謺 end for
謱謲謺 end for
謱謳謺 计算解向量的近似误差。
謱謴謺 if 假如当前解向量的近似误差比之前都更低 then
謱謵謺 保存{B1,B2, . . . ,Bk}作为输出。
謱謶謺 end if
謱謷謺 end for

謲謴
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式两边对所有` ∈ [2k − 1]求和，再两边加上 (
扐
j∈JS0

|Aj|)，我们得出：

Err(B1, . . . ,Bk) ≤ OPTk +
2k−1托
`=1

托
`′≥`

nS`|DS`′ 4US`′ |

由于 nS` ≤ nS`′ 对所有 `′ ≥ `成立，最后一个不等式变为：

Err(B1, . . . ,Bk) ≤ OPTk +
2k−1托
`=1

托
`′≥`

nS`′ |DS`′ 4US`′ |

交换 `和 `′ 的求和顺序，并注意到以下事实： nS`′ |DS`′ 4 US`′ | ≤
扐
j∈JS`′

|Aj 4 US`′ |，
我们最终得到：

Err(B1, . . . ,Bk) ≤ OPTk +
2k−1托
`′=1

`′
托

j∈JS`′

|Aj 4US`′ |

≤ OPTk +(2k − 1)
2k−1托
`′=1

托
j∈JS`′

|Aj 4US`′ |

≤ 2k OPTk .

这就完成了引理的证明。

首先叙述一些有用的简单性质。设A,B, C,D为集合，则有以下结论成立：

引理 謸謮 1. (A ∪ B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C)

2. (A ∩ B) \ C = (A \ C) ∩ (B \ C)

3. A \ (B ∪ C) = (A \ B) ∩ (A \ C)

4. A \ (B ∩ C) = (A \ B) ∪ (A \ C)

推论 謹謮 由上一个引理，
1. (A ∪ B) \ (C ∪ D) ⊆ (A \ C) ∪ (B \ D)

2. (A ∩ B) \ (C ∩ D) ⊆ (A \ C) ∪ (B \ D)

类似地，

1. (A ∪ B)4 (C ∪ D) ⊆ (A4 C) ∪ (B 4D)

2. (A ∩ B)4 (C ∩ D) ⊆ (A4 C) ∪ (B 4D)

引理 謱謰謮 三角形不等式：
1. A \ B ⊆ (A \ C) ∪ (C \ B).

謲謵
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2. A4B ⊆ (A4 C) ∪ (C 4 B).

以下我们开始构造 B1, . . . ,B2k−1 使得它们满足方程 謨謲謮謱謩。第一步是定义集合 E `i。
对于i ∈ [k]和` ∈ [2k − 1]，定义：

E `i :=
扜
`′≥`:
i∈S`′

DS`′

显然由定义我们有E `i ⊆ E `
′
i 对所有 1 ≤ ` ≤ `′ ≤ 2k − 1成立。

我们基于DS1 , . . . ,DS2k−1
来构造B1, . . . ,B2k−1。这个构造的主要思路是为了得到对

任意`， 扛
i∈S`
Bi =

戰所 扛
i∈S`
E `i

戱扁 ∪R` , 謨謲謮謲謩

，其中R` 可以表示 US`′ 4DS`′ 之并謨`′ ≥ `謩的子集。以下引理说明了謨謲謮謲謩的构造蕴含
了方程謨謲謮謱謩謮

引理 謱謱謮 假设方程(2.2)成立，那么

US` 4

戰所 扛
i∈S`
Bi

戱扁 ⊆
戰扂扂扂所 扛

`′≥`:
S`∩S`′,∅

成
US`′ 4DS`′

我戱扃扃扃扁 ∪R`. 謨謲謮謳謩

证明. 利用謨謲謮謲謩，我们有：

US` 4

戰所 扛
i∈S`
Bi

戱扁 ⊆
戰所US` \

戲戴 扛
i∈S`
E `i

戳戵戱扁 ∪
戰所戲戴 扛

i∈S`
E `i

戳戵 \ US`
戱扁 ∪R`

⊆

戰所 扛
i∈S`

成
Ui \ E `i

我戱扁 ∪ (DS` \ US` ) ∪R`

其中我们用到了推论謹以及打
i∈S` E

`
i ⊆ DS`。以下我们将要证明对任意i ∈ S`謬

Ui \ E `i ⊆
扛
`′≥`:
i∈S`′

成
US`′ \ DS`′

我
.

为了证明这个结论，首先注意到

Ui ⊆
扜
`′≥`:
i∈U`′

US`′ .

謲謶
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因此，

Ui \ E `i ⊆

戰扂扂扂所 扜
`′≥`:
i∈S`′

US`′

戱扃扃扃扁 \
戰扂扂扂所 扜
`′≥`:
i∈S`′

DS`′

戱扃扃扃扁 ⊆ 扛
`′≥`:
i∈S`′

成
US`′ \ DS`′

我
.

从而

US` 4

戰所 扛
i∈S`
Bi

戱扁 ⊆
戰扂扂扂所 扛
i∈S`

扛
`′≥`:
i∈S`′

成
US`′ \ DS`′

我戱扃扃扃扁 ∪ (DS` \ US` ) ∪R`

⊆

戰扂扂扂所 扛
`′≥`:

S`∩S`′,∅

成
US`′ 4DS`′

我戱扃扃扃扁 ∪R`.

謨謲謮謴謩

为了满足方程謨謲謮謲謩，我们按照如下方式构造：首先对所有的i ∈ [k]，取Bi = E1
i。

接下来，对每个` ∈ [2k − 1]，我们只需向打
i∈S` Bi加上戰所 扛

i∈S`
E `i

戱扁 \
戰所 扛
i∈S`
E1
i

戱扁
，使得方程謨謲謮謲謩被满足。但现在，为了能够对所有`′同时限制R`′，我们需要利用

S1, . . . ,S2k−1的序关系仔细处理每一项。

构造中最主要的一步如下：对满足i ∈ S`1 ∩ S`2的`1 < `2，定义集合F `1,`2i 如下：

F `1,`2i := E `1+1
i \

戲戴 扛
i′∈S`2

E `1i′

戳戵 .
现在，可以定义秩謭k近似的一组解(B1, . . . ,Bk)：

Bi := E1
i ∪

戰扂扂扂所 扛
`1<`2:

i∈S`1∩S`2

F `1,`2i

戱扃扃扃扁 . 謨謲謮謵謩

固定`，则有

扛
i∈S`
Bi =

戰所 扛
i∈S`
E1
i

戱扁 ∪
戰扂扂扂所 扛
i∈S`

扛
`1<`2:

i∈S`1∩S`2

F `1,`2i

戱扃扃扃扁 .

謲謷
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以下引理给出了方程謨謲謮謲謩中R`的表达式。

引理 謱謲謮

扛
i∈S`
Bi =

戰所 扛
i∈S`
E `i

戱扁 ∪
戰扂扂扂所 扛
i∈S`

扛
`≤`1<`2:
i∈S`1∩S`2

F `1,`2i

戱扃扃扃扁 .

于是我们可以令

R` =
扛
i∈S`

扛
`≤`1<`2:
i∈S`1∩S`2

F `1,`2i .

证明. 当 `1 < `，我们有 F `1,`2i ⊆ E `1+1
i ⊆ E `i 謬于是，

扛
`1<`
`1<`2:

i∈S`1∩S`2

F `1,`2i ⊆ E `i

进而

扛
i∈S`

扛
`1<`2:

i∈S`1∩S`2

F `1,`2i ⊆

戰所 扛
i∈S`
E `i

戱扁 ∪
戰扂扂扂所 扛
i∈S`

扛
`≤`1<`2:
i∈S`1∩S`2

F `1,`2i

戱扃扃扃扁
另一方面， 扛

i∈S`

扛
`≤`1<`2:
i∈S`1∩S`2

F `1,`2i ⊆
扛
i∈S`

扛
`1<`2:

i∈S`1∩S`2

F `1,`2i

因此，

戰所 扛
i∈S`
E `i

戱扁 ∪
戰扂扂扂所 扛
i∈S`

扛
`≤`1<`2:
i∈S`1∩S`2

F `1,`2i

戱扃扃扃扁

=

戰所 扛
i∈S`
E `i

戱扁 ∪
戰扂扂扂所 扛
i∈S`

扛
`1<`2:

i∈S`1∩S`2

F `1,`2i

戱扃扃扃扁

=
扛
i∈S`

戲戶戶戶戴E `i ∪
戰扂扂扂所 扛

`1<`2:
i∈S`1∩S`2

F `1,`2i

戱扃扃扃扁
戳户户户戵
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由于

Bi = E1
i ∪

戰扂扂扂所 扛
`1<`2:

i∈S`1∩S`2

F `1,`2i

戱扃扃扃扁 ⊆ E `i ∪
戰扂扂扂所 扛

`1<`2:
i∈S`1∩S`2

F `1,`2i

戱扃扃扃扁
我们有：

扛
i∈S`
Bi ⊆

扛
i∈S`

戲戶戶戶戴E `i ∪
戰扂扂扂所 扛

`1<`2:
i∈S`1∩S`2

F `1,`2i

戱扃扃扃扁
戳户户户戵

以下只需证明：

扛
i∈S`

戲戶戶戶戴E `i ∪
戰扂扂扂所 扛

`1<`2:
i∈S`1∩S`2

F `1,`2i

戱扃扃扃扁
戳户户户戵 ⊆ 扛

i∈S`
Bi

注意到由方程謨謲謮謵謩謬 扛
`1<`2:

i∈S`1∩S`2

F `1,`2i ⊆ Bi

于是只要说明对所有 `，均有 扛
i∈S`
E `i ⊆

扛
i∈S`
Bi. 謨謲謮謶謩

我们通过归纳证明对所有`′ ≤ `，均有

扛
i∈S`
E `′i ⊆

扛
i∈S`
Bi 謨謲謮謷謩

来证明方程謨謲謮謶謩。归纳奠基`′ = 1成立是因为由Bi的定义，E1
i ⊆ Bi对所有i均成立。现

在设 `′ < `，i ∈ S`。分两种情况讨论。假如 i < S`′，我们有E `
′+1
i = E `′i ，从而由归纳假

设 E `′+1
i ⊆ 打

i′∈S` Bi′。以下可设 i ∈ S`′。由归纳假设，我们有

扛
i′∈S`

E `′i′ ⊆
扛
i′∈S`

Bi′ ,

由于 i ∈ S`′ ∩ S`，我们有：

F `
′,`
i = E `′+1

i \

戲戴 扛
i′∈S`

E `′i′

戳戵 ⊆ Bi ,
于是我们可以断言在这种情况下， E `′+1

i ⊆ 打
i′∈S` Bi′同样成立，从而完成了证明。

最后，当`′ ≥ `时，可以通过以下引理来证明R`是 US`′ 4DS`′之并的子集。
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引理 謱謳謮 设 `1 < `2满足 i ∈ S`1 ∩ S`2，那么

F `1,`2i ⊆
成
DS`2 \ US`2

我
∪

戰扂扂扂所 扛
i′∈S`2

扛
`′≥`1:
i′∈S`′

成
US`′ \ DS`′

我戱扃扃扃扁 .

证明. 只需注意到如下放缩：

F `1,`2i ⊆
成
E `1+1
i \ US`2

我
∪

戰所US`2 \
戲戴 扛
i′∈S`2

E `1i′

戳戵戱扁

⊆
成
DS`2 \ US`2

我
∪

戰扂扂扂所
戲戶戶戶戴 扛
i′∈S`2

扜
`′≥`1:
i′∈S`′

US`′

戳户户户戵 \
戲戶戶戶戴 扛
i′∈S`2

扜
`′≥`1:
i′∈S`′

DS`′

戳户户户戵
戱扃扃扃扁

⊆
成
DS`2 \ US`2

我
∪

戰扂扂扂所 扛
i′∈S`2

扛
`′≥`1:
i′∈S`′

成
US`′ \ DS`′

我戱扃扃扃扁 ,

这里，我们用到了 E `1i ⊆ DS`2 ，以及 Ui′ ⊆ US`′ 对所有使得i
′ ∈ S`′，i′ ∈ S`2 的`′ ≥ `1成

立。

综合方程謨謲謮謴謩 謬引理 謱謲和引理 謱謳，我们最终得到

US` 4

戰所 扛
i∈S`
Bi

戱扁 ⊆
戰所 扛
`′≥`

成
US`′ 4DS`′

我戱扁
对所有 `成立，从而证明了算法的近似比。

定理 謱謴謮 以上算法的近似比为2k。

以下我们分析算法的时间复杂度。我们枚举了所有 n2k−1 种选择列向量的方式，

以及 (2k− 1)!个双射。对它们中的每一个，我们可以在O(k22k)的时间内计算E `i，然后
用O(k222k)的时间计算 F `1,`2i ，最后用O(k22k)的时间计算Bi。计算Err(B1, . . . ,Bk) 需

要 O(22kdn)的时间。因此，总的时间复杂度为 O(n2k−1(2k − 1)!k222kdn) = O((2k +
2)!dn2k )。

注记 謱謵謮 使用类似于GF(2)模型中的加权平均技巧，我们事实上可以将近似比改进

到2k−1 + 1。这里我们略去这个结论的证明。
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第三章 计算复杂性

在本章中，我们证明秩謭1 二元矩阵近似问题是NP謭完全的。我们首先定义两个相
关问题。

设H为带权完全二部图，邻接矩阵 W = (wij) 的大小为d × n，包含了其所有边

的权重。最大边权二部团问题(Maximum Edge Weight Biclique)是指寻找H的一个二
部团子图，使得其包含的所有边权值之和最大。它可以被等价表述为如下的优化问题：

xTWy，其中x ∈ {0, 1}d ，y ∈ {0, 1}n。最大二部割(Bipartite Max-Cut)问题是指寻
找H的一个割，使得这个割的所有边权值之和最大。它也可以被等价表述为如下的优

化问题：xTWy，其中x ∈ {−1, 1}d，y ∈ {−1, 1}n。可以看出，这两个问题的区别只
在于x和y的定义域。

譓譨譥譮謬 譊譩和 譙譥 譛謱譝发现，秩謭謱二元矩阵近似问题等价于最大边权二部团问题在所有
边权均取值于{−1, 1}的特殊情况。具体地，若A为一个d× n二元矩阵，u ∈ {0, 1}d，
v ∈ {0, 1}n，令Jd,n为d× n全1矩阵，我们有

‖A− uvT‖2
F = ‖A‖2

F − 2uTAv + ‖uvT‖2
F = ‖A‖2

F − uT(2A− Jd,n)v.

于是，最小化‖A−uvT‖2
F 等价于最大化uT(2A−Jd,n)v。同时，注意到(2A−Jd,n)的所

有元素均取值于{−1, 1}，因此，边权取值在{−1, 1}的最大边权二部团问题的NP謭困难
性蕴含了秩謭謱二元矩阵近似问题的NP謭困难性。为了证明最大边权二部团问题的NP謭困
难性，我们只需建立从最大二部割问题到这个问题的归约。

譒譯譴譨和 譖譩譳護譡譮譡譴譨譡譮证明了最大二部割问题即使在所有权值均取值于{−1, 1}的特
例也是NP謭难的 譛謲謵譝。它们首先证明了当所有权值均取值于{−1, 0, 1}时的NP謭困难性，
然后归约到了权值在{−1, 1}的情形。

譔譡譮证明了最大边权二部团问题当权值取值于 {−1, 0, 1}时是NP謭难的 譛謲謰譝，并给
出了该情形到{−1, 1}的一个随机归约，即证明了问题没有多项式算法，除非 譎譐謽譒譐。
他将本问题的NP謭困难性留作了一个开放问题。本问题的计算复杂性也被譁譭譩譴 譛謲謶譝留
作了开放问题。

譒譯譴譨 謬 譖譩譳護譡譮譡譴譨譡譮以及 譔譡譮给出的从{−1, 0, 1}謭权值到{−1, 1}謭权值的归约是类似
的。其主要想法是将n × n {−1, 0, 1}謭权值矩阵W转换成一个nm × nm {−1, 1}謭权值矩
阵W′，其中W′包含m×m分块矩阵，每个分块矩阵对应W的一个元素。每个(−1)元

素被转换为一个全謭(−1)m×m矩阵，类似地，每个 1元素被转换为全1m×m矩阵。他
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们的不同之处在于，譔譡譮将每个0元素转化为一个随机m×m {−1, 1}謭矩阵，而 譒譯譴譨和
譖譩譳護譡譮譡譴譨譡譮则将每个0元素转换成一个m×m Hadamard矩阵。我们将会证明，这个转

换为Hadamard矩阵的技巧在最大边权二部团问题问题中同样适用，从而证明其NP謭困
难性。

定理 謱謶謮 秩-1的二元矩阵近似问题是NP-难的。

我们给出从权值在{−1, 0, 1}上的最大边权二部团问题 到权值在{0, 1}上的最大边
权二部团问题的多项式时间归约，从而证明原定理。我们的证明需要如下三个引理。

以下引理与 譛謲謵謬 譌譥譭譭譡 謴謮謲譝类似。区别在于原文中的定义域是{−1, 1}，而本文中
是{0, 1}。

引理 謱謷謮 设W为n× n矩阵，m ≥ 1。定义W′ =W⊗ Jm，其中Jm := Jm,m。那么，

max
u,v

uTW′v = m2 ·max
x,y

xTWy ,

这里，u,v ∈ {0, 1}mn，x,y ∈ {0, 1}n。进一步地，若x和y使得xTWy最大化，那么
u = x⊗ 1m和v = y⊗ 1m也使得uTW′v最大化。

证明. 首先，当u = x⊗ 1d，v = y⊗ 1m时，

uT(W⊗ Jm)v = (x⊗ 1m)T(W⊗ Jm)(y⊗ 1m)

= (xTWy) ⊗ (1T
mJm1m) = m2 · (xTWy) .

接下来，我们考虑使得uTW′v最大的u和v。我们证明u和v可以取成u = x ⊗ 1m，v =
y ⊗ 1m的形式而不减小uTW′v的值。首先固定v，让u 变为想要的形式，然后类似地
让v变为想要的形式。

先固定v，令z = W′v。注意到使得uTz 最大化的u必须满足：zi > 0时ui = 1，
而zi < 0时ui = 0。由于 W′ = W ⊗ Jm我们有zjm+1 = zjm+2 = · · · = z(j+1)m对所

有j = 0, 1, . . . , n − 1成立。因此，我们可以取一个满足ujm+1 = ujm+2 = · · · = u(j+1)m对

所有 j = 0, 1, . . . , n − 1成立的u，即u = x ⊗ 1m对某个x ∈ {0, 1}n成立，使得它同时最
大化uTz。然后我们可以类似地固定u并将v变为v = y ⊗ 1m的形式，从而完成证明。

以下引理是譛謲謵謬 譌譥譭譭譡 謴謮謳譝在{0, 1}的类似形式。
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引理 謱謸謮 设H为m×mHadamard矩阵。对所有x,y ∈ {0, 1}m，

|xTHy| ≤ m3/2 .

证明. 首先注意到

‖Hy‖2 = yT(HTH)y = yT(mI)y = m · ‖y‖2 .

于是由 譃譡譵譣譨譹謭譓譣譨護譡譲譴譺不等式，

|xTHy| ≤ ‖xT‖ · ‖Hy‖ =
√
m · ‖x‖ · ‖y‖ ≤ m3/2 .

证毕。

引理 謱謹謮 设W = (wij)为n× n {−1, 0, 1}-矩阵，并设H为 m×m Hadamard矩阵。定

义(mn) × (mn) {−1, 1}-分块矩阵扦W = ( 扦Wij)，其中块 扦Wij 如下定义：

扦Wij =

戸戾戾戼戾戾戺
wijJm if wij , 0

H if wij = 0
.

记W′ =W⊗ Jm，那么对任意u,v ∈ {0, 1}mn,

戌戌戌uT 扦Wv− uTW′v
戌戌戌 ≤ n2 ·m3/2 .

证明. 只需进行一些简单的估计：

戌戌戌uT 扦Wv− uTW′v
戌戌戌 = 戌戌戌uT( 扦W−W′)v

戌戌戌
≤ n2 · max

x,y∈{0,1}m

戌戌戌xTHy
戌戌戌

≤ n2 ·m3/2 ,

最后一个不等式是引理 謱謸的推论。

证明. （定理 16）假设W是n× n {−1, 0, 1}謭矩阵。设m = 2` 是最小的比4n4大的謲的
幂，H为m×m 譓譹譬譶譥譳譴譥譲 譈譡譤譡譭譡譲譤矩阵。我们接下来按照引理 謱謹的方式定义 扦W和W′。
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那么

戌戌戌戌戌 max
u,v∈{0,1}mn

uT 扦Wv−m2 · max
x,y∈{0,1}n

xTWy
戌戌戌戌戌

=

戌戌戌戌戌 max
u,v∈{0,1}mn

uT 扦Wv− max
u,v∈{0,1}mn

uTW′v
戌戌戌戌戌

≤n2 ·m3/2 ≤ m1/2

2 ·m3/2 =
m2

2 ,

其中第一个等式由引理謱謷得到，第一个不等式由引理謱謹得到。
由于m2 ·maxx,y∈{0,1}n xTWy是m2的整数倍，故maxu,v∈{0,1}mn uT 扦Wv唯一确定了
maxx,y∈{0,1}n xTWy的值。这样我们就完成了归约。
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结论与展望

在本文中，我们给出二元矩阵近似问题的首个对于一般情形 k > 1的结果，同时
包含了GF(2)模型和布尔模型。对于GF(2)形式，我们给出了一个简单的列选择算法，

并证明其达到了( k2 +1+ k
2(2k−1) )的近似比。我们同时证明了这个近似比是紧的，即我们

的分析不可改进。对于布尔形式，我们给出了另一个算法，并证明其达到了 2k−1+1的
近似比。当k = 1时，两个算法均是2謭近似，与这个特例下的现有结果近似比相同譛謱謬
謲譝。对于常数 k謬两个算法的时间复杂度均为矩阵大小的多项式时间。我们同时证明了
二元矩阵的低秩近似问题即使在k = 1的特例下也是 NP謭难的，解决了 譛謳譝中的一个猜
想。

本文中的算法均为相应问题的首个具有近似比上界分析的算法，具有较为显著的

理论意义。由于k = 1无法满足低秩近似在实际应用中的需求，因此，我们在k > 1的
推广是很有价值的。

但是同时我们也要注意到，对于稍大的k，我们的算法在时间复杂度上还有不足。

为了使算法在实际工程中应用，还需要进一步降低时间复杂度。如果仅仅是为了实际

使用，可以采用一些经验性方法或随机算法，将时间复杂度降低到可以接受的范围内，

但这样将失去所有的理论保证。因此，在将来的工作中，寻求既具有近似比保证，时

间复杂度又满足实际应用需求的算法将是一个重要的方向。
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